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Condizione necessaria di integrabilita` in senso generalizzato
Condizione necessaria, non sufficiente, per la convergenza dell’integra-
le generalizzato ∫ ∞
a
f(x)dx
e` che
lim
x→∞ f(x) = 0
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Convergenza dell’integrale di probabilita`
La funzione
f(x) = e−x
2
e` integrabile in senso generalizzato su [0,∞[
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Convergenza dell’integrale di probabilita`
La funzione
f(x) = e−x
2
e` integrabile in senso generalizzato su [0,∞[
Per provarlo posto g(x) =
(
1 + x2
)
e−x
2
si ha
g(x) ≤ g(0) = 1 per ogni x ∈ R
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Convergenza dell’integrale di probabilita`
La funzione
f(x) = e−x
2
e` integrabile in senso generalizzato su [0,∞[
Per provarlo posto g(x) =
(
1 + x2
)
e−x
2
si ha
g(x) ≤ g(0) = 1 per ogni x ∈ R
dunque per ogni x ∈ R
e−x
2 ≤ 1
1 + x2
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∫ ∞
0
e−x
2
dx =
√
pi
2
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Osservazione
L’integrale generalizzato
∫ ∞
1
dx
xα
converge se e solo se α > 1
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Osservazione
L’integrale generalizzato
∫ ∞
1
dx
xα
converge se e solo se α > 1
Dunque per il criterio del confronto se
f  1
xα
per x→∞
l’integrale generalizzato
∫ ∞
1
f(x)dx converge
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Integrali generalizzati e serie numeriche
Assegnata una funzione f : [1,∞[→]0,∞[ continua, non negativa e
decrescente. Possiamo considerare la serie a termini positivi di termine
generale f(n), n ∈ N
∞∑
n=1
f(n) (A)
e l’integrale generalizzato ∫ ∞
1
f(x) dx (B)
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Teorema
Se f : [1,∞[→]0,∞[ e` una funzione continua, non negativa e decre-
scente allora la serie (A) converge se e solo se converge l’integrale
generalizzato (B).
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Teorema
Se f : [1,∞[→]0,∞[ e` una funzione continua, non negativa e decre-
scente allora la serie (A) converge se e solo se converge l’integrale
generalizzato (B).
k
f HkL
k+1
f Hk+1L
x
y
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Integrali di funzioni illimitate definite su intervalli limitati
Sia f : [a, b[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo [a, b− ε]
con ε < b− a. Se esiste:
lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
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Integrali di funzioni illimitate definite su intervalli limitati
Sia f : [a, b[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo [a, b− ε]
con ε < b− a. Se esiste:
lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
diremo che f(x) e` integrabile in senso generalizzato su [a, b] e porremo:
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Integrali di funzioni illimitate definite su intervalli limitati
Sia f : [a, b[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo [a, b− ε]
con ε < b− a. Se esiste:
lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
diremo che f(x) e` integrabile in senso generalizzato su [a, b] e porremo:∫ b
a
f(x)dx = lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
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Integrali di funzioni illimitate definite su intervalli limitati
Sia f : [a, b[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo [a, b− ε]
con ε < b− a. Se esiste:
lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
diremo che f(x) e` integrabile in senso generalizzato su [a, b] e porremo:∫ b
a
f(x)dx = lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
Si dice in questo caso che l’integrale generalizzato
∫ b
a
f(x)dx e` con-
vergente
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a bb-Ε x
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Esempio ∫ 1
0
ln (1− x) dx = lim
ε→0+
∫ 1−ε
0
ln (1− x) dx
= lim
ε→0+
[
(x− 1) ln(1− x)− x
]1−ε
0
= −1.
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Esempio ∫ 1
0
ln (1− x) dx = lim
ε→0+
∫ 1−ε
0
ln (1− x) dx
= lim
ε→0+
[
(x− 1) ln(1− x)− x
]1−ε
0
= −1.
Esempio ∫ 1
0
dx√
1− x2 =
pi
2
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Esempio ∫ 1
0
ln (1− x) dx = lim
ε→0+
∫ 1−ε
0
ln (1− x) dx
= lim
ε→0+
[
(x− 1) ln(1− x)− x
]1−ε
0
= −1.
Esempio ∫ 1
0
dx√
1− x2 =
pi
2
infatti ∫ 1
0
1√
1− x2 dx = limε→0+ arcsin(1− ε) =
pi
2
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Osservazione
L’integrale generalizzato a < b∫ b
a
dx
(b− x)α
converge se α < 1
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Osservazione
L’integrale generalizzato a < b∫ b
a
dx
(b− x)α
converge se α < 1
Criterio asintotico di convergenza
Se f : [a, b[→ R tale che
f  1
(b− x)α con α < 1
allora f e` integrabile in senso generalizzato su [a, b[
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Ad esempio l’integrale: ∫ 1
0
1√
1− x2 dx
converge essendo:
lim
x→1
1√
1− x2
1√
1− x
=
1√
2
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Simulazione
Sia f(x) = x2 − 9x− ln(9 + 3x). Allora d
dy
f−1(− ln(36)) =
1. 10712 2.
12
107 esatta 3.
107
14 4.
14
107
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Simulazione
Sia f(x) = x2 − 9x− ln(9 + 3x). Allora d
dy
f−1(− ln(36)) =
1. 10712 2.
12
107 esatta 3.
107
14 4.
14
107
Devo trovare per quale x e` f(x) = − ln(36)
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Simulazione
Sia f(x) = x2 − 9x− ln(9 + 3x). Allora d
dy
f−1(− ln(36)) =
1. 10712 2.
12
107 esatta 3.
107
14 4.
14
107
Devo trovare per quale x e` f(x) = − ln(36)
vale a dire x2 − 9x− ln(9 + 3x) = − ln(36) conclusione x = 9
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Simulazione
Sia f(x) = x2 − 9x− ln(9 + 3x). Allora d
dy
f−1(− ln(36)) =
1. 10712 2.
12
107 esatta 3.
107
14 4.
14
107
Devo trovare per quale x e` f(x) = − ln(36)
vale a dire x2 − 9x− ln(9 + 3x) = − ln(36) conclusione x = 9
d
dy
f−1(− ln(36)) = 1
f ′(3)
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Simulazione
lim
x→0
ln(1 + 4x) cos2(5x)
4
√
sin (x4)
=
1. 1 2. 0 3. +∞ 4. 4 esatta
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Simulazione
lim
x→0
ln(1 + 4x) cos2(5x)
4
√
sin (x4)
=
1. 1 2. 0 3. +∞ 4. 4 esatta
Per x→ 0 si ha ln(1 + 4x) ∼ 4x, cos2(5x) ∼ 1, 4√sin (x4) ∼ x
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Simulazione∫ 1
0
(1− x) cos(1− x) dx =
1. 0
2. pi
3. cos 1 + sin 1
4.
∫ 1
0
x cosx dx esatta
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Simulazione∫ −16
−24
√
64− (x+ 24)2 dx =
1. 16pi esatta 2. 12pi 3. pi6 4. 24pi
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Simulazione∫ −16
−24
√
64− (x+ 24)2 dx =
1. 16pi esatta 2. 12pi 3. pi6 4. 24pi
∫ −16
−24
√
64− (x+ 24)2 dx = 8
∫ −16
−24
√
1−
(
x+ 24
8
)2
dx
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Simulazione
L’equazione della retta tangente in x = 0 al grafico della funzione
f(x) =
√
5− x
x+ 5
e`
1. y = 1 + 15x
2. y = −15x
3. y = 1− 15x esatta
4. y = 1− 5x
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Simulazione
L’equazione della retta tangente in x = 0 al grafico della funzione
f(x) =
√
5− x
x+ 5
e`
1. y = 1 + 15x
2. y = −15x
3. y = 1− 15x esatta
4. y = 1− 5x
f ′(x) = −5
√
x+ 5
5− x
1
(x+ 5)2
17/29 Pi?
22333ML232
Simulazione
L’equazione della retta tangente in x = 0 al grafico della funzione
f(x) =
√
5− x
x+ 5
e`
1. y = 1 + 15x
2. y = −15x
3. y = 1− 15x esatta
4. y = 1− 5x
f ′(x) = −5
√
x+ 5
5− x
1
(x+ 5)2
=⇒ f ′(0) = −1
5
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Simulazione
La funzione:
f(x) =

1 + x2 per x < 0
eax
1− x per x ≥ 0
e` derivabile in x = 0 se:
1. a = 0
2. a = 1
3. a = −1 esatta
4. a = 3
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Simulazione
La funzione f(x) = |x− 1|e−x2, x ∈ R
1. ha minimo assoluto ma non massimo assoluto
2. ha massimo assoluto ma non minimo assoluto
3. e` convessa
4. ha massimo e minimo assoluto esatta
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Simulazione
-2 -1 1 2
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
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Simulazione
Calcolare lim
x→0
x cosx ex − x
ln(1 + x sinx)
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Simulazione
Calcolare lim
x→0
x cosx ex − x
ln(1 + x sinx)
Osservo per prima cosa che ln(1 + x sinx) ∼ x2
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Simulazione
Calcolare lim
x→0
x cosx ex − x
ln(1 + x sinx)
Osservo per prima cosa che ln(1 + x sinx) ∼ x2 e quindi il limite
assegnato e` uguale al limite
lim
x→0
cosx ex − 1
x
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Simulazione
Calcolare lim
x→0
x cosx ex − x
ln(1 + x sinx)
Osservo per prima cosa che ln(1 + x sinx) ∼ x2 e quindi il limite
assegnato e` uguale al limite
lim
x→0
cosx ex − 1
x
cosx = 1 + o(x), ex = 1 + x+ o(x) =⇒ cosx ex = 1 + x+ o(x)
22/29 Pi?
22333ML232
Simulazione
Calcolare
∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx
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Simulazione
Calcolare
∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx
Cambio di variabile
x− 3
x+ 3
= y2
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Simulazione
Calcolare
∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx
Cambio di variabile
x− 3
x+ 3
= y2 da cui x =
3
(
y2 + 1
)
1− y2
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Simulazione
Calcolare
∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx
Cambio di variabile
x− 3
x+ 3
= y2 da cui x =
3
(
y2 + 1
)
1− y2 Il nuovo
elemento di integrazione e` dx =
12y
(y2 − 1)2
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Simulazione
Calcolare
∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx
Cambio di variabile
x− 3
x+ 3
= y2 da cui x =
3
(
y2 + 1
)
1− y2 Il nuovo
elemento di integrazione e` dx =
12y
(y2 − 1)2 L’integrando diventa
1
3
(
y2 + 1
)
1− y2 + 3
y
12y
(y2 − 1)2dy
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In definitiva l’integrale dato e` trasformato in∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx =
∫ 1√
2
0
2y2
1− y2dy
possiamo concludere
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In definitiva l’integrale dato e` trasformato in∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx =
∫ 1√
2
0
2y2
1− y2dy
Poi decomponendo la frazione
y2
1− y2 =
1
1− y2 − 1
otteniamo ∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx = 2
∫ 1√
2
0
dy
1− y2 −
2√
2
possiamo concludere
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In definitiva l’integrale dato e` trasformato in∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx =
∫ 1√
2
0
2y2
1− y2dy
Poi decomponendo la frazione
y2
1− y2 =
1
1− y2 − 1
otteniamo ∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx = 2
∫ 1√
2
0
dy
1− y2 −
2√
2
ricordato che
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
possiamo concludere
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∫ 9
3
1
x+ 3
√
x− 3
x+ 3
dx = ln
(
1 + 1√
2
1− 1√
2
)
−
√
2 = 2 ln(1 +
√
2)−
√
2
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Simulazione
Studiare al variare di m ∈ R il numero di soluzioni dell’equazione
x3 + (1−m)x+ 1 = 0
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Simulazione
Studiare al variare di m ∈ R il numero di soluzioni dell’equazione
x3 + (1−m)x+ 1 = 0
Posto f(x) = x3 + (1 − m)x + 1 abbiamo f ′(x) = 3x2 + 1 − m se
1−m ≥ 0 la derivata prima e` positiva e quindi si ha una sola soluzione
dell’equazione f(x) = 0. Se 1−m < 0 f(x) ha due punti critici:
f
(√
m− 1
3
)
= 1− 2(m− 1)
3/2
3
√
3
f
(
−
√
m− 1
3
)
= 1 +
2(m− 1)3/2
3
√
3
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Si avranno tre soluzioni se l’ordinata del minimo e` negativa e cioe` se
1− 2(m− 1)
3/2
3
√
3
< 0
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Si avranno tre soluzioni se l’ordinata del minimo e` negativa e cioe` se
1− 2(m− 1)
3/2
3
√
3
< 0
Risolvendo abbiamo tre radici per
m > 1 +
3
22/3
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x
y
Figura 1: m ≤ 1
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x
y
Figura 2: m > 1 + 3
22/3
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x
y
Figura 3: m = 1 + 3
22/3
